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Vam Puntet zum Jetraeder

Eine Reise durch das Universum der Formen mit ei-
ner einfachen Formel aus 11 Zeichen in 11 Schritten

Der Aufbau einer Dreieckspyramide oder eines Vierflaches, wie man das Te-
traeder auch bezeichnet, beginnend bei einem Punkt, wire an und fiir sich noch
nichts Neuartiges. Allerdings die Tatsache, dass dabei jeder Zwischenschritt mit
einer einzigen Gleichung formuliert werden kann, erscheint doch erstaunlich.

Geschichtlich betrachtet geht es um eine folgerichtige Weiterentwicklung des
einfachen Ansatzes von Leonhard Euler (1707 - 1783), einer der genialsten
Mathematiker aller Zeiten. Mit der von ithm 1758 veroffentlichten Formel

Ecken — + Flachen =2

findet er bereits drei von fiinf grundlegenden Elementen, die einen ganzen
Kosmos (Ordnung) von Formen im dreidimensionalen Raum beschreiben. Seine
Gleichung legt ein System von rdumlichen Korpern fest, die ausschlieflich aus
Eckpunkten, und ebenen Vielecken aufgebaut sind. Da
die Anzahl der beteiligten Flichen variieren kann, spricht man auch von Viel-
flachen (Polyedern). Die eingangs erwidhnte Dreieckspyramide mit vier Eck-
punkten, sechs und vier Dreiecksflichen ist der einfachste Kor-
per dieser Art, obwohl er bereits aus 14 Formelementen besteht.

Der Forschungsansatz fiihrt uns nun zu der Frage, ob es denn auch eine Formel
gibe, die den systematischen Aufbau dieses Korpers aus seinen elementaren Be-
standteilen beschreibt.

Betrachten wir zunichst jedes dieser drei Formelemente in seiner einfachsten
Ausfiihrung, ndmlich einen Punkt, eine und eine Dreiecksfliache, und
setzen deren Werte in die linke Seite der obigen Gleichung ein.

1-0+0=1 2-1+0=1 3-3+1
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[
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Wir stellen fest, das Ergebnis auf der rechten Seite betrdgt nunmehr nur noch
Eins. Das fiihrt uns zu einer vereinfachten Form der Euler-Gleichung, die zwar
nur fiir einen Punkt gilt, aber dariiber hinaus auch schon fiir sehr viele

und zweidimensionale Strukturen:

1=p-1+w; Op,,wONp

Dabei steht p fiir eine abzéhlbare Menge von Punkten, | fiir eine abzdhlbare
Menge von , die nicht zwingend gerade sein miissen, und w fiir eine ab-
zdhlbare Menge von Wiinden, die auch nicht unbedingt eben sein miissen.

Interessant erscheint hier die Tatsache, dass diese drei Grundelemente einer
geometrischen Form einer einfachen Logik folgen, die wir uns im weiteren Ver-
lauf zu Nutze machen konnen, um diese Art der Euler-Gleichung sinnvoll zu er-
weitern.

Bereits der beriihmte griechische Mathematiker Euklid von Alexandria (3. Jh.
v. Chr.) definiert in seinem epochalen Werk ,,Die Elemente‘ einen Punkt als
ein geometrisches Objekt ohne jedwede rdumliche Ausdehnung, also ohne Lin-
ge, Breite und Hohe. Eine wire demnach eine Form mit einer Léinge, aber
ohne Breite und Hohe, wahrend eine Wand zwar eine Linge und Breite hat,
aber keine Dicke (Hohe).

Der Punkt wire also das Formelement der Dimension Null, wihrend
und Winde bzw. zweidimensionale Elemente darstellen.

Folgt man dieser einfachen Formlogik, erscheint es durchaus sinnvoll ein endli-
ches dreidimensionales Raumelement r zur Formbeschreibung einzufithren, um

die Liste dieser Formelemente zu vervollstindigen. Das fiihrt uns dann zu einer
Erweiterung der vereinfachten Euler-Gleichung in folgender Gestalt:

l=p-l+w-r; Op,L,w, rdNp

Der Sinn und Zweck dieser Gleichung offenbart sich zundchst anschaulich da-
durch, dass die oben erwihnte Dreieckspyramide (Tetraeder) ebenfalls durch
diese Formel beschrieben werden kann, was ganz leicht zu iiberpriifen ist:

1=4-6+4-1

Dieses neue Raumelement kann prinzipiell in zwei Auspragungen vorkommen,
als leeres Hohlraumelement oder als gleichmiBig gefiilltes \QIlgtN g Buleili.

Die einfachsten Beispiele hierzu wéren eine Hohlkugel und eine {11,
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Mit dieser einfachen Formel aus neun Zeichen kénnen jetzt nicht nur der Anfang
und das Ende unserer kurzen Reise durch das Formenuniversum beschrieben
werden, sondern auch noch zwei wichtige Zwischenstationen.

Punkt Dreieck Tetraeder
[ ]
- — A A
@ 9
0-Simplex 2-Simplex 3-Simplex
Punkt, , Dreieck und Tetraeder stellen in einem elementargeometri-
schen System bestehend aus Punkten, geraden und ebenen Winden die

jeweils einfachste Grundform (Simplex) mit einer endlichen Ausdehnung dar.

Grundform | Punkte Winde | Rdume | Summe
Punkt: 1 0 0 1
Strecke: 2 0 0 3
Dreieck: 3 1 0 7
Tetraeder: 4 4 1 15

Die Simplex-Formel 1 =p — | + w — r beschreibt das geometrische Modell die-
ser Simplizes in den Raum-Dimensionen Null bis Drei mit einer einfachen Glei-
chung. Gleichzeitig erweitert sie den Formenkosmos der eulerschen Polyeder,
Korpern mit gewohnlich nur einem Raumelement, auf geometrische Objekte
ohne bzw. mit mehreren Raumelementen.

Zunichst ein Beispiel, welches bereits die Miachtigkeit der Simplex-Formel ver-
anschaulicht. Dazu verbinden wir zwei gleich gro3e regulidre Tetraeder zu einer
einzigen geometrischen Figur {iber einen gemeinsamen Eckpunkt, iiber eine ge-

meinsame und tiber eine gemeinsame Dreiecksfliche.
Verbindung | Punkte Winde | Riume | Summe
iiber Ecke: 7 8 2 29
iiber : 6 8 2 27
itber Dreieck: 5 7 2 23

Im Bezug auf das eben erwéhnte geometrische System aus Punkten, geraden
und ebenen Winden charakterisiert die Simplex-Formel bereits eine
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Unmenge von einfach zusammenhdngenden Formen. Was aber bedeutet einfach
zusammenhdngend?

Zur Beantwortung dieser Frage sollten wir vorab grundsatzlich kldren, was ist
eine geometrische Form, woraus besteht sie und wo befindet sie sich?

Definition:

Jeder Punkt ist die unteilbare Urform (Atom) einer geometrischen Form.
Eine Form sei eine Menge von wegzusammenhdngenden Punkten in ei-
nem dreidimensionalen mathematischen Modellraum. Wegzusammenhdn-
gend bedeutet in diesem Fall: Zwischen irgend zwei verschiedenen Punk-
ten einer Form gibt es mindestens einen Weg, der innerhalb der Form
verlauft und diese beiden Punkte verbindet. Jede dieser

besteht aus einer Menge von Punkten, die zur betreffenden Form
gehoren.

Diese Definition beschreibt eine Form positiv als zusammenhdngendes Geflige
aus Punkten, differenziert aber nicht zwischen einfach und komplizierter zu-
sammenhdngend.

Der erwéhnte dreidimensionale mathematische Modellraum ist ein reiner Orts-
raum, dessen Positionen als Menge aus geordneten Zahlentripeln (x, y, z) no-
tiert werden konnen. Werden diese Ortskoordinaten x, y, z aus der Menge der

reellen Zahlen R gewihlt, formuliert man das zu Grunde liegende mathemati-
sche Modelluniversum haufig als dreifaches kartesisches Produkt in der Form
RXRxR=R3 und spricht dann von einem dreidimensionalen Raumkontinuum.

Leider ist dieses mengentheoretisch basierte Modell noch vollig unbrauchbar,
weil sich natiirlich jeder Ort in einem von zwei unterscheidbaren Zustédnden be-
finden sollte, was bei obiger Definition der Form stillschweigend vorausgesetzt
wird. Also:

Das Modelluniversum, in dem sich jede mogliche geometrische Form befinden
kann, sei ein Informationsraumkontinuum {0, 1}X} RXRXR bestehend aus ei-

ner Menge von geordneten Quadrupeln der Form (i, x, y, z). Um das Phdnomen
der Form mit der gebotenen mathematischer Strenge erfassen zu konnen, er-
scheint es zwingend notwendig, zwischen leeren Positionen(0) und Or-
ten(), den Punkten im Raum, unterscheiden zu konnen. Der bindre Informati-
onszustand i mit den moglichen Werten 0 und erweitert das Modell dahinge-
hend. Jede Menge von wegzusammenhdngenden Punkten bildet dann eine
Form in diesem Sinne, wihrend die restlichen Positionen nur leeren Raum dar-
stellen, der nicht zusammenhéngend sein muss.
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Zugegeben, die eben ausgefiihrten Anschauungen mégen manchem Leser be-
reits ziemlich abstrakt anmuten, aber sie verdeutlichen das Wesen der geometri-
schen Form als reine Informationsstruktur, entsprechend einer zeitgeméaBen
Sichtweise in der Philosophie der Mathematik.

Kehren wir nun zu der Frage des einfachen Zusammenhanges beziiglich einer
Form zuriick. Als Arbeitshypothese nehmen wir an, dass diese Formen durch die
Simplex-Formel beschrieben werden. Dann suchen wir nach einfachen Formen,
die nicht durch diese Formel erfasst werden, in der Hoffnung, dass wir bei ihnen
einen komplizierteren Zusammenhang erkennen konnen.

Dazu starten wir unsere kleine Reise wieder beim Punkt und bauen im Zuge ei-
ner methodischen Konstruktion so lange neue Formen auf, bis wir zu einem Ge-
bilde kommen, welches die Simplex-Formel nicht erfiillt.

1. Punkt 2. Strecke 3. Zweibein 4. Triangel
) /\ A
1=1-0+0-0 1=2-1+0-0 1=3-2+0-0 0=3-3+0-0
5. Dreieck 6. Dreieck mit Bein 7. Dreieck mit Triangel
1=3-3+1-0 1=4-4+1-0 0=4-5+1-0

Anhand unserer Formel erkennen wir sofort, dass die Triangel und das Dreieck
mit Triangel diese gesuchten Formen sind. Fiigt man bei der Triangel die ent-
sprechende ebene Wand hinzu, erhoht sich der Nullwert der Gleichung wieder
zum urspriinglichen Ergebnis. Entfernt man hingegen die Wand aus dem Drei-
eck mit Triangel, dann verringert sich das Ergebnis auf den Wert -1. Diese An-
derungen im Ergebnis der Simplex-Formel beim Hinzufiigen und Entfernen ei-
ner Wand deuten stark auf die Existenz eines weiteren Formelements hin, das
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dem Wandelement gleichwertig gegeniiber steht. Natiirlich sollte es sich auch
hier um eine eindeutig bestimmbare und abzihlbare Menge aus diesen Formele-
menten handeln.

Betrachten wir dazu die Triangel als Gebilde im leeren Raum mit einer eindi-
mensionalen Struktur und fragen uns, wie dieses neue Formelement wohl aus-
sehen konnte.

Natiirlich fiihrt das blof3e Fehlen einer Wand noch nicht automatisch zu einem
neuen Formelement. Rechts im Bild sehen wir eine dreieckige Offnung in einer
ebenen Wand. Es fehlt also eine ebene Wand, die dieses Loch verschlielen
wiirde. Das Entfernen einer Wand fiihrt also zunichst zu einer Offnung.

Wenn wir zum Beispiel aus unserer vollstindig geschlossenen Dreieckspyrami-
de eine Dreiecksflache heraus nehmen, erhalten wir ein offenes Gebilde, bei
dem lediglich das Raumelement verschwunden ist. Erst wenn wir eine zweite
Wand entfernen, erhalten wir wieder einen Nullwert fiir die Simplex-Formel:

0=4-6+2-0

Dabei handelt es sich um die entscheidende Entdeckung. Erst beim Fehlen von
zwei Winden kommt das neue Element der Form zum Tragen. Und in der Tat
fehlen der oben abgebildeten Triangel zwei Winde, ndmlich die innere und die
aullere.

Natiirlich erscheint diese Erkenntnis wesentlich, aber dennoch unbefriedigend,
denn es sollte doch moglich sein, dieses Formphdnomen noch einfacher zu fas-
sen:

Zwei fehlende Wiinde sind gleichbedeutend mit zwei Offnungen, die wiederum
einen Eingang und einen Ausgang darstellen konnen. Das heif3t, es gibt einen
geschlossenen Weg im Bereich des leeren Raumes, der durch die Form hin-
durch fiihrt, wie er im Bild oben bereits angedeutet ist. Als geschlossene L.inie
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ausgeformt stellt dieser Weg ein eigenstindiges Objekt dar, das man
nennt. kann nicht entfernt werden, ohne die Form zu schneiden.

Dieses hinldnglich bekannte Phanomen wollen wir als weiteres neues Formele-
ment unter der Bezeichnung Durchgang d einfiihren. Es erlaubt uns offensicht-

lich die Reise vom Punkt zur Dreieckspyramide mit einer einzigen Gleichung
als Fahrplan zu vollenden. Diese einfache Form-Formel lautet:

l=p-l+w-r+d; Op,l,w,r,dONog
Die Triangel aus der vierten Station der Reise kann nun durch
1=3-3+0-0+1

formuliert werden. Entsprechendes gilt fiir die siebte Station, dem Dreieck mit
Triangel, was man auch leicht iiberpriifen kann:

1=4-5+1-0+1

Beenden wir also unsere kleine Reise, und werfen noch einen kurzen Blick auf
die vier letzten Schritte.

8. Doppeldreieck 9. Tetraeder mit Durchgang| |10. Tetraeder mit Offnung

1=4-5+2-0+0 1=4-6+2-0+1 1=4-6+3-0+0

11. Geschlossene Dreieckspyramide
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AbschlieBend noch eine kurze Erlduterung beziiglich der Zahlweise der Durch-
gangselemente:

1=4-5+0-0+2

Die Doppeltriangel oben im Bild sollte entsprechend der fehlenden Wiande nur
zwei Durchgiinge aufweisen. Aber dennoch lassen sich drei verschiedenartige
geschlossene Wege finden. Die Figur besitzt aber drei Offnungen, zwei drei-
ecksformige im Innenbereich und eine rautenférmige im AuBlenbereich. Durch
jede dieser drei Offnungen fiihren zwei geschlossene Wege. Es gibt also je-
weils zwei Durchgangselemente pro Offnung, oder kurz gesagt zwei Durch-
ginge, die gezdhlt werden.

1=4-6+0-0+3

Ein sehr anschauliches Beispiel liefert das Geriist der Dreieckspyramide oben.
Hier fehlen alle vier Winde, dem entsprechend gibt es vier Offnungen. Um
jede der sechs Kantenlinien fiihrt ein geschlossener Weg, sodass jede Offnung
drei Durchginge aufweist.

Niirnberg, den 11.11.2016 Harald. Wild@cauchy-forum-nuernberg.de
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Vam Punbtet zur
Dreiecks pyramide

Eine Reise durch das Universum der Formen

in 11 Schritten
mit einer einfachen Formel aus 11 Zeichen

Die einfache Formel der Form in Worten:

EINS = PUNKTE - + WANDE - RAUME + DURCHGANGE

oder kurz mit 11 Zeichen:
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1. Punkt 2. Strecke 3. Zweibein

=0
k K
] —
1=1-0+0-0+0 1=2-14+0-0+0 1=3-24+0-0+0
4. Triangel 5. Dreiecksfliche 6. Dreiecksfliiche mit Bein

1=3-3+0-0+1 1=3-3+1-0+0 1=4-4+1-0+0

7. Dreiecksfliche mit Triangel 8. Doppeldreiecksfliche 9. Tetraeder mit Durchgang
1=4-5+1-0+1 1=4-5+2-0+0 1=4-6+2-0+1

10. Tetraeder mit Offnung 11. geschlossener Tetraeder

1=4-6+3-0+0 1=4-6+4-1+0
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1. geschlossener Tetraeder

2. Tetraeder mit Offnung

3. Tetraeder mit Durchgang

HbdA

1=4-6+4-1+0

1=4-6+3-0+0

1=4-6+2-0+1

4. Tetraeder mit Bodenfliche

5. Geriist des Tetraeders

6. Doppeltriangel

ANYANYAS

1=4-6+1-0+2

1=4-6+0-0+3

1=4-54+0-0+2

7. Triangel mit Bein

8. Dreibein

9. Zweibein

1=4-4+0-0+1

Aa —

1=4-3+0-0+0

10. Strecke

11. Punkt

" —

—e

1=2-1+0-0+0
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1=1-0+0-0+0

-11 -

1=3-2+0-0+0

Harald Ingo Wild



	Vom Punkt zum Tetraeder
	Eine Reise durch das Universum der Formen mit einer einfachen Formel aus 11 Zeichen in 11 Schritten

	Vom Punkt zur 
Dreieckspyramide
	Eine Reise durch das Universum der Formen
 in 11 Schritten
 mit einer einfachen Formel aus 11 Zeichen


